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协

s i n e e z :
一
d e h [ 1 1 p or p o s e d t h e m e t h o d o f e o m p o s i

-

t i o n a l r u le o f i n f e r e n e e ( C R I ) of r f u z z y r e a
os

n i n g
,

t h e

m e t h o d h a s b e e n g e n e r a l i z e d r e s p e e t iv e l y for m d i v e r -

s i f i e d a s p e e t s i n R e f s
.

[ 2 一 4 ]
.

G e n e r a ll y
,

b e e a u s e

t h i s m e t h o d (l o e s
on t h a v e t h e r e v e r s i b i l it y P or P e r t i e s

,

t h e M P
一 a P P or

x im a t io n P r o p e r t y o f t h e m e t h o d o f C R I

w a s s t u d i e d t一s in g e e r t a i n e o m m o n e o m p o s i t io n a l o p e r -

a t o r s a n d im p l ie a t io n o p e r a t o r s i n R e f
.

[ 5 ]
.

M o r e -

o v e r ,

i n o r d e r t o a v o id s o m e d r a w b a e k s o f t h e m e t h o d
o f e R I

,

w
a r i g [ 6 ] p r o p o s e d f ir s t t r i p l e 1 m e t h o d w i t h

t o t a l i n f e r e n e e r u le t h a t u t il i z e s t h e im P l ie a t io n o p e r a -

t o r i n e v e r y s t e p o f t h e r e a
so

n in g
.

A f t e r w a r d s
,

t h e

t h e o r y o f r e s t r i e t io n d e g r e e o f t r i p le 1 m e t h o d w a s

f u r t h e r p r e s e n t e d b y t h e a u t h o r s [7 ]
,

it s g e n e r a l iz a t io n

fo r m s h o u l d b e e x p r e s s e d a s t h e f o ll o w i n g o P t im a l

Por b l e m
.

In t h i s Pa P e r ,
t h e t h e o r y o f r e v e r s e t r i p le l

m e t h o d o f r e s t r i e t io n 15 p or Po s e d
,

i t s g e n e r a l i z a t io n

f o rm s h o u l d b e r e p r e s e n t e d a s t h e fo l lo w s
.

U n d e r t h e h y p o t h e s e s o f ( 1 )
, S e e k t h e o p t im a l

B
`

e 只 Y ) ( o r A
长

任只 X ) ) S u e h t h a t

( A
`

( x ) ~ B
`

(少 ) ) ~ ( A ( x ) ~ B (少 ) ) 簇 a ,

( 2 )

f o r a n y x 〔 X a n d 夕任 Y
.

T h e e o m p u t a t io n f o r m u l a s o f i n f im u m f o r F M P

a n d s u p r e m u m f o r FM T o f a 一 r e v e r s e t r iP le 1 m e t h o d

o f r e s t r i e t i o n a r e g i v e n r e s p e e t i v e l y
, u s i n g t h e im p l i

-

e a t io n o P e r a t o r R o i n t h is P a P e r
.

1 I n if m u m fo r F M P o f a
·
r e v e r s e t r i p l e l

m e t h o d o f r e s t r i e t i o n

补

F o r a n y a 任 ( 0
,

1 ]
,

A 任只 X )
,

B 任双 Y )
, a n d

A
’

任萝 ( X ) ( o r B
’

任萝 ( Y ) )
, s e e k t h e o p t im a l

B
`

任只 Y ) ( o r A
`

任双 X ) ) s a t i s f y i n g

( A ( x ) ~ B (少 ) ) ~ ( A
`

( x ) ~ B
’

(夕 ) ) 镇
a ,

( 1 )

f o r a n y x 任 X a n d 夕 任 Y
,

w h e r e

到 X ) a n d 到 Y )

d e n o t e r e s p e e t i v e l y t h e e o l le e t io n s e o n s is t i n g o f a l l

f u z z y s u b s e t s o f X a n d Y
.

A n d fo r t h e im p l i e a t i o n

o p e r a
ot

: 尺。 :
仁。

,

1 1
2
~ 10

,

i ]
:

* 。 ( 。 ,

。 ) 一

{:
: 、 。

, a
镇 b

,

a > b
, ( h e r e a `

= 1 一 a )
.

N o w
,

w e co n s i d e r t h e g e en
r al i z a t io n p or b le m s of

r e v e r s e t r i p le 1 m e t h o d o f r e s t r i e t io n
,

1
.

e
.

fo r g i v e n a

任 ( 0
,

1 ]
, s e e k t h e o p t im a l so lu t i o n S a t is f y in g ( 2 )

.

A t f i r s t
,

fo r t h e g e n e r a l i z a t io n P or b l
e m o f F M P

,

w e

g iv e t h e fo l lo w i n g P r i n e i p l e o f r e s t r i e t i o n o f a 一 r e v e r s e

t r i P l e 1 m e t h o d
.

P r i n e i P l e o f r e s t r i e t i o n fo
r a

·

er
v e sr e t r i P l e l

F M P
.

S u p p o s e t h a t X a n d Y a r e n o n 一 e m p t y s e t s
,

A
,

A
`

任叭 X )
,

B 任只 Y )
.

I I B
`

i s t h e m i n im a l

f u z z y S e t i n 叭 Y ) t o s a t i s f y ( 2 )
,

t h e n B
’

15 。 a l le d

t h e a 一

so lu t i o n o f ( 2 ) fo r t h e r e v e r s e t r i p l e 1 F M P
.

G e n e r a l e o m l) u t a t io n f o rm u l a s o f s u P r e m u m f o r f u z z y

mo d u s
卯 n e n s ( F M P ) a n d i n f im u m fo r f u z z y

mo d u s

t o ll e n s ( FM T ) o f a 一
t r i p l e 1 m e t h o d a r e o b t a i n e d r e -

s p e e t i v e l y i n R e f
.
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·
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’
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,
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t a k e i t s m a x im a l v a l u e

( A
’

( x ) )
`

~ R O ( A ( x )
,

B ( y ) )

{`
, _

( A

一

i
A

`

x( ),
、 、

协
t R。

( A ( x )
,

月 ( 夕 ) )
,

( A

,

( x ) )
`

簇 R O ( A ( x )
,

B (夕 ) )
,

`

( x ) )
`

) R 。 ( A ( x )
,

B ( y ) )
,

A
’

( x ) ) R 。 ( A ( x )
,

B ( y ) )
,

`

( x ) )
`

) R o ( A ( x )
,

B ( y ) )
,

A
`

( x ) 镇 R O ( A ( x )
,

B ( y ) )
.

( 3 )

B y ( 3 )
,

w h e n

( A
’

( x ) )
’

> R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )

a n d

A
’

( x ) 镇 R o ( A ( x )
,

B (夕 ) )
,

( 4 )

t h e m a x im a l v a lu e o f t h e le f t s id e o f ( 2 ) 15

R o ( A ( x )
,

B (夕 ) )
, a n d i t s m in im a l v a lu e 15 a lw a y s

R O ( A ( x )
,

B ( y ) )
.

50
,

i f ( 4 ) h o ld s
,

fo r a n y a 任

[ R
。 ( A ( x )

,

B (夕 ) )
,

1 ]
,

t h e m i n im a l f u z z y s e t i n

只 Y ) s a t i s f y i n g ( 2 ) is B
`

( 夕 )三0
.

I f ( 4 ) d o e s n o t

h o ld
,

f o r t h e g e n e r a l i z a t io n p or b l
e m o f F M P

,
t h e

r a n g e o f a s h o u ld b e e o n f i n e d a s

a 任 ( R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )
,

1 )
.

( 5 )

(i ) I f A
`

( x ) 镇 C ( y ) t h e n R O ( A
`

( x )
,

C (夕 ) )三 1
, e o n s e q u e n t l y

M砂= R 。 ( A
’

( x )
,

C (夕 ) ) ~ R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )

= 1 ~ R o ( A ( x )
,

B (夕 ) )

= R 。 ( A ( x )
,

B ( y ) ) ( a
.

( 11)

C (夕 ) ) =

I f A
`

( x ) > C ( y )
,

t h e n R 。 ( A
’

( x )
,

( A
`

( x ) )
`

V C ( y )
.

B y ( 7 )
,

w e h a v e

C (夕 ) ) B
`

(夕 ) ) R 。 ( A ( x )
,

B ( 夕 ) ) V a

T h i , im p li e s t h a t ( C (夕 ) )
`

< a
.

M o r e o v e r

( 8 )

b y t h e

F u r t h e r m o r e , w e

f o r F M P o f a 一 r e v e r s e

fo ll o w s
.

h a v e t h e fo r m u l a o f i n f im u m

t r ip le 1 m e t h o d o f r e s t r i e t i o n a s

h y p o t h e s e s i n ( 8 ) a n d ( 5 )
,

w e h a v e

M刁 = R 。 ( A
’

( x )
,

C (夕 ) )~ R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )

= ( A
’

( x ) A ( C ( y ) )
`

) V R O ( A ( x )
,

B ( y ) )

( a
.

( 9 )

C韶 e

s e n s e o f B

2
.

I f x 任 E , 一 K , , s im i la r ly
,

for m t h e

’

(少 ) d e t e r m i n e d b y ( 6 )
,

w e k n o w

T h e o r e m 1
.

( fo r m u l a o f i n if m u m fo
r F M P o f a

·

er
v e r s e t r i p l e 1 m e t h od

o f er s t r i e t i o n l ) S u p p o s e

t h a t X
,

Y a r e n o n 一 e m p t y s e t s
,

A a n d A
`

任烈 X )
a n d B 任只 Y )

.

F o r a n y 夕任 Y
,

i f x 任 E , ,
t h e n t h e

i n f im u m B
’

(少 ) e o n s i s t i n g o f f u z z y s e t s i n 只 Y ) t o

s a t i s f y ( 2 ) 15 d e t e rm i n e d b y

C ( y ) > B
’

( y ) ) A
’

( x ) A R O ( A ( x )
,

B ( y ) )

T h e d i s e u s s i o n w il l b e Pa r t i t io n e d

C a s e S
.

I n t o t VV O

( 10 )

Po ss ib l e

B
`

( , ) 一
工

裂只、 [ A

’

义E , n气

“

( x ) 八 (尺 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) ) v
。 ’

) ] ( i )

(

l n

i ) I f A
`

( x )成 C ( 夕 )
,

t h e n for m t h e p r oo f o f

is f ie s

C a s e 1 o f T h eo r e m l
,

w e k n o w t h a t C (夕 ) s a t
-

( 2 )
.

+ 一旦p
_ _

[ A
’

( x ) A ( R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) ) ]
x 七气

一 入 ,

.

X E 一 K

w h e r e K
, = } x 任 X IA

并

( x ) > a
}

a n d E , 二

( 6 )

{ x 任 X I

( A
`

( x ) )
`

簇 R 。 ( A ( x )
,

B ( y ) ) }
.

P r oo f
.

F o r a n y 夕任 Y
,

w e w i l l f i r s t p or
v e : a n y

C (夕 ) 〔 萝 ( Y ) w i t h C ( 夕 ) > B
`

(夕 ) m u s t s a t i s f y

( 2 )
.

F o r x 任 E , ,

w e w i ll d i s e u s s in d i f f e r e n t e a s e s a s

fo l lo w s
.

C a s e 1
.

I f x 任 E , 自K
, ,

t h e n u s i n g B
’

(夕 ) d e
-

t e r m in e d b y ( 6 )
,

w e h a v e

C (少 ) > B
’

(夕 )

) A
’

( x ) A ( R O ( A ( x )
,

B ( y ) ) V a ’

)
.

( 7 )

F u r t h e r ,
t h e d is e u s s i o n w i l l b e P a r t i t i o n e d a g a i n i n t o

t w o p o s s ib le e a s e s
.

(11) If A
’

( x ) > C ( 夕 )
,

t h e n R 。 ( A
’

( x )
,

e (夕 ) ) = ( A
’

( x ) )
`

V C (夕 )
.

F or m ( 1 0 )
,

w e h a v e

C (夕 ) ) B
长

(夕 ) ) R O ( A ( x )
,

B (夕 ) )
.

( 1 1 )

F or m t h i s
, a n d n o t i n g t h a t x 偌 K , ,

w e d e d u e e

A
’

( x )成
a

.

I n a d d i t i o n
, u s i n g t h e h y p o t h e s i s i n

( 5 )
,

w e g e t

M习 = R 。 ( A
`

( x )
,

C (少 ) )~ R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )

= ( A
’

( x ) A ( C ( y ) )
’

) V R 。 ( A ( x )
,

B ( y ) )

簇 a
.

( 12 )

oC m b i n i n g t h e Poor f s o f C a s e 1 a n d C a s e Z
,

i t

fo l lo w s t h a t C (少 ) s a t i s f i e s ( 2 )
.

O n t h e o t h e r h a n d
,

w 。 w i l l p or
v e :

f o r so m e 夕。 任 Y a n d a n y D ( 夕。 ) 任

叭 Y ) w i t h D ( y 。 ) ( B
’

( y 。 )
,

D ( y 。 ) 。 a n
on t s a t is f y

( 2 )
.

In f a e t
, a p p l y i n g t h e s e n s e o f B

’

(少。 ) d e t e r
-

m i n e d b y ( 6 )
,

t h e d is e u s s io n w i ll b e p a r t i t i o n e d i n t o

t w o p o s s ib l e e a s e s
·

今
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C as e l
·

T h e r e e x i s t s x o任 E , 。

自 K
, 。 s u c h t h a t

D (少。 ) < A
’

( x o ) 八 ( R 。 ( A ( x 。 )
,

B (夕。 ) ) V a `

)

( i ) i n C a s e 1 of T h eo r e m l
,

w e k n o w t h a t C (夕 ) s a t
-

i s f i e s ( 2 )
.

( 1 3 )

W
e w il l d i s e u s s a g a i n i n t w o p o s s i b l e e a s e s

.

( i ) I f D (少。 )簇 R 。 ( A ( x 。 )
,

B (夕。 ) )
.

T h e n

R 。 ( A
’

( x o )
,

D ( y 。 ) )~ R 。 ( A ( x 。 )
,

B ( y o ) )

= ( ( A
’

( x o ) )
`

V D (夕。 ) )~ R o ( A ( x o )
,

B (夕。 ) )

= 1 > a
卜

( 11) I f D ( y o ) ) R O ( A ( x o )
,

B ( y o ) )
,

t h e n for m

( 1 3 )
,

i t 15 k n o w n t h a t D (少。 ) ( a ` .

N o t i n g t h a t x 。

任 K
, 。 ,

w e h a v e

R 。 ( A
’

( x 。 )
,

D ( y 。 ) )~ R o ( A ( x 。 )
,

B ( y 。 ) )

= ( ( A
’

( x 。 ) )
`

V D (夕。 ) )~ R 。 ( A ( x 。 )
,

B (夕。 ) )

= ( A
’

( x o ) A ( D (夕。 ) )
`

V R 。 ( A ( x 。 )
,

B (夕。 ) )

> a
.

C as
e Z

·

T h e r e e x i s t s x o 任 E , 。 一 K
, 。 s u c h t h a t

D (少。 ) ( A
’

( x o ) 八 R 。 ( A ( x 。 )
,

B (夕。 ) )
.

( 11) I f A
`

( x ) > C ( y )
,

t h e n R O ( A
`

( x )
,

C ( y ) ) = ( A
’

( x ) )
`

V C ( y )
.

N o t i n g ( 1 7 )
,

w e h a v e

C (夕 ) ) B
`

(夕 ) ) a ` .

I t fo l lo w s t h a t ( C (夕 ) )
`

( a
.

B y t h e h y P o t h e s i s i n C a s e 1 o f T h e o r e m Z
, a n d t h e

h y p o t h e s is in ( 5 )
,

w e h a v e

M
艾 , = R 。 ( A

`

( x )
,

C (夕 ) )~ R 。 ( A ( x )
,

B (少 ) )

= ( A
`

( x ) 八 ( C (夕 ) )
`

) V R o ( A ( x )
,

B (少 ) )

( a
.

( 1 8 )

C as
e Z

·

I f x 任 凡 一 K
, , s im i la r l y

,

f or m t h e

s e n s e o f B
’

( 夕 ) d e t e r m i n e d b y ( 1 6 )
,

w e k n o w

B
’

(夕 ) = o
·

N o t i n g t h a t x 任 凡
,

x 诺 K
, , a n d t h e

h y p o t h e s i s i n ( 5 )
,

w e h va e

M
之 ) = R O ( A

`

( x )
,

B
’

(夕 ) )~ R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )

= ( A
`

( x ) )
’

~ R O ( A ( x )
,

B ( y ) )

= A
爷

( x ) V R 。 ( A ( x )
,

B ( y ) )镇
a ( 1 9 )

( 1 4 )

oC
n s e q u e n t ly

,

w e h a v e

R 。 ( A
`

( x 。 )
,

D (夕。 ) )~ R o ( A ( x 。 )
,

B (夕。 ) )

= ( ( A
公

( x o ) )
’

V D (夕。 ) )~ R 。 ( A ( x 。 )
,

B (夕 。 ) )
= 1 ) a

.

( 1 5 )

oS
,

D (夕。 ) e a n
on t s a t is f y ( 2 )

.

lA l o f t h e s e s h o w

t h a t B
’

(夕 ) 15 t h e i n f im u m e o n s is t in g o f f u z z y s e t s in

只 Y ) t o s a t i s f y ( 2 )
.

T h e o er m 2
.

( fo mr
u l a o f i n f im u m fo

r F M P o f

a
· r e v e sr e t r i p一e 1 m e t h od

o f er
s t r i e t i o n Z ) S u p p o s e

t h a t X
,

Y a r e n o n 一 e m p t y s e t s
,

A a n d A
`

任到 X )
a n d B 任只 Y )

.

F o r a n y 夕任 Y
,

if x 任凡
,

t h e n t h e

i n f im u m B
’

(夕 ) e o n s is t i n g o f f u z z y s e t s i n 到 Y ) t o

s a t i s f y ( 2 ) 15 d e t e rm i n e d b y

oC m b in i n g t h e p r oo f s o f C a s e 1 a n d C a s e Z
,

w e

k on w t h a t C (夕 ) s a t is f i e s ( 2 )
.

O n t h e o t h e r h a n d
,

fo r
so m e y o 任 Y w i t h B

’

( y o ) ) 0
, a n y D ( y o ) p or

-

v id e d D (夕。 ) ( B
’

(夕 。 ) 。 a n
on t s a t i s f y ( 2 )

.

In f a e t
,

b y t h e s e n s e o f B
`

( 夕。 ) d e t e r m i n e d b y ( 1 6 )
,

t h e r e

e x i s t s x o任 凡
。
门K , 。 s u c h t h a t D (少。 ) < A

`

( x o ) 八

a ’ ·

oS
,

on t i n g t h a t x o 任凡
。 a n d x o ` K , 。 , a n d t h e

h y p o t h e s i s in ( 5 )
,

w e o b t a i n

R O ( A
’

( x 。 )
,

D ( y 。 ) )~ R 。 ( A ( x 。 )
,

B (夕 。 ) )

二 ( ( A

= ( A
’

> a
.

`

( x o ) )
`

V D (夕。 ) )~ R o ( A ( x o )
,

B (夕。 ) )

( x 。 ) A ( D (夕 。 ) )
’

V R 。 ( A ( x 。 )
,

B (夕。 ) )

oS
,

D ( y o ) 。 a n n o t S a t i s f y ( 2 )
.

S u m u p t h e

a bo v e p oor f
,

B
`

(夕 ) 任只 Y ) 15 t h e i n f im u m e o n s is t
-

i n g o f f u z z y s e t s t o s a t is f y ( 2 )
.

B
’

(夕 ) =
x 任凡

R、 [ A
’

( X ) 八

H e r e K
, = { x 〔 X IA

`

( x ) > a
}

a n d

a ’

]
.

( 1 6 )

凡 = } x e X }

A
’

( x ) A ( A
`

( x ) )
`

> 尺 。 ( A ( x )
,

B ( y ) ) }
.

P
oor

f
.

F o r a n y 夕任 Y a n d B
’

(夕 ) d e t e r m i n e d

b y ( 16 )
,

w 。 , w i l l f i r s t p r o v e : a n y C (夕 ) 任只 Y ) w i t h

C (夕 ) > B
’

(夕 ) m u s t s a t i s f y ( 2 )
.

oF
r x 〔 凡

,

w e

w il l d i s e u s s i n d i f f e r e n t e as e s as fo l lo w s
,

C a s e 1
.

I f x 任凡 门K , ,
t h e n a p p l y i n g B

`

(夕 )

d e t e r m in e d b y ( 1 6 )
,

w e k n o w

C (
.

y ) > B
`

( y ) ) A
’

( x ) A a ’ .

( 17 )

W
e w il l d i s e u s s a g a in i n t w o p o s s ib le e a s e s

.

( i ) I f ,气
’

( x )镇 C (夕 )
,

t h e n f r o m t h e p oor f o f

2 S u P r e m u m fo r F M T o f a
·
r e v e r s e t r i p l e l

m e th o d o f r e s t r i c t i o n

N o w
,

l e t u s e o n s id e r t h e g e n e r a li z a t i o n p or b l e m

o f F M T
,

w e g i v e t h e f o l lo w i n g p r i n e i p l e o f r e s t r i e t i o n

o f t h e a 一 r e v e r s e t r i p le 1 m e t ho d
.

P r i n e iP l e o f er
s t r i e t i o n fo

r a
·

er
v e sr e t r i P l e l

F M T
.

S u P P o s e t h a t X a n d Y a r e n o n 一 e m P t y s e t s
,

A

任双 X )
,

B a n d B
`

任只 Y )
.

I f A
`

15 t h e m a x im a l

f u z z y s e t i n 双 X ) t o S a t i s f y ( 2 )
,

t h e n A
’

15 。 a ll e d

t h e a 一

so lu t i o n o f ( 2 ) fo r t h e r e v e r s e t r i p l e 1 F M T
.

R e m a r k 2
.

oF
r a n y x 任 X

,

w h e n A
’

( x )三 0
,

t h e l e f t s id e o f ( 2 ) w i l l a lw a y s t a k e i t s m in im a l v a l u e



P ro g r e s s i n N a t u r a l S e i e n e e

Vo l
.

12 N o
.

5 2 0 0 2

尺。 ( A ( x )
,

B (夕 ) ) ; a n d w h e n A
’

( x )三 1
,

i t w i ll a lw a y s t a k e i t s m a x im a l v a l u e

B
’

(夕 ) ~ R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )

{
1

,

B
`

(少 ) 簇 R o ( A ( x )
,

B (夕 ) )
,

R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )
,

B
’

(夕 ) > 尺 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )
,

( B
’

(夕 ) )
’

簇 R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )
,

( 2 0 )

( B
`

(夕 ) )
’ ,

B
’

( y ) > 尺 。 ( A ( x )
,

B ( y ) )
,

( B
`

( y ) )
`

> R 。 ( A ( x )
,

B ( y ) )
.

B y ( 2 0 )
,

w h e n

( B
’

(夕 ) )
’

) R o ( A ( x )
,

B (夕 ) )

a n d

( A
’

(夕 ) )
’

毛 R o ( A ( x )
,

B (夕 ) )
,

( 2 1 )

t h e m a x im a l v a l u e o f t h e l e f t s id e o f ( 2 ) 15

R O ( A ( x )
,

B (夕 ) )
, a n d i t s m i n im a l v a l u e 15 a lw a y s

R o ( A ( x )
,

B (少 ) )
.

H e n e e ,

i f ( 2 1 ) ho l d s
,

f o r a n y

a 任 [ R
。 ( A ( x )

,

B (夕 ) )
,

1 ]
,
t h e m a x im a l f u z z y s e t i n

只 X ) s a t i s f y i n g ( 2 ) is A
’

( x )三 1
.

( i ) I f C ( x ) 簇 B
’

( y )
,

t h e n R 。 ( C ( x )
,

B
’

(夕 ) ) = 1
, s im i la r t o t h e p r

oo f o f ( 1 ) in C a s e 1 o f

T h e o r e m l
,

w e g e t

M卿 = R 。 ( C ( x )
,

B
’

(少 ) )~ R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )簇
a

.

( 11) I f C ( x ) ) B
’

( y )
,

t h e n R 。 ( C ( x )
,

B
`

(夕 ) ) = e
`

( x ) V B
“

(少 )
.

N o t i n g ( 2 3 )
,

w e h a v e

C ( x ) ( A
’

( x ) 镇 R 。 ( A ( x )
,

B (少 ) ) A a

( 2 4 )
a a n d C

’

( x ) > R 。 ( A ( x )
,

u s i n g t h e h y p o t h e s i s i n ( 5 )
,

I f ( 2 1 ) d o e s

p or b le m o f FM T
,

f i n e d b y ( 5 )
.

n o t h o ld
,

f o r t h e g e n e r a li z a t i o n

t h e r a n g e o f a s h o u ld a l s o b e e o n -

T h i s im p l i e s C ( x ) (

B (夕 ) )
.

oC
n s e q u e n t l y

,

w e d e d u e e

M幻
J

= R O ( C ( x )
,

B

F u r t h e r m o r e ,

w e h a v e t h e fo r m u l a o f s u P r e m u m

fo r FM T o f a 一 r e v e r s e t r i p l e 1 m e t h o d o f r e s t r i e t i o n a s

fo ll o w s
·

= ( C ( x ) A ( B
关

< a
.

(夕 ) )~ R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )

(少 ) )
`

) V R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )

( 2 5 )

T h e o er m 3
.

( fo r m u l a o f s u P e r m u m fo
r F M T o f

a
·

er
v e r s e t ir P l e 1 m e t h o d o f r e s t r i e t i o n l ) S u p p o s e

t h a t X
,

Y a r e n o n 一 e m p t y s e t s
,

A 任到 X )
,

B a n d

B
’

任到 Y )
.

F o r a n y x 任 X
,

i f 少 任 E 二 ,
t h e n t h e

s u p r e m u m A
`

( x ) c o n s i s t i n g o f f u z z y s e t s i n 双 X )
t o s a t i s f y ( 2 ) 15 d e t e r m i n e d b y

A
’

( x ) =
_

运王
_ _

[ B
’

( y ) V ( R
n

( A ( x )
,

B ( y ) ) A
a

) ]
y ` 凡门 Kz

-

’

义E 二

门 K 二

+
_

i-n f
_ _

[ B
’

(夕 ) V 尺
。
( A ( x )

,

B (少 ) )〕
y任气

一
凡

’

X: 一 二 ,

( 2 2 )

w h e r e E
二 = {夕 任 Y }B

’

(夕 )簇尺 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) ) }
a n d K

二 = 1夕任 Y }B
爷

(夕 ) ( a ’

}
.

P r o o f
.

oF
r a n y x 任 X a n d C ( x ) ( A

开

( x )
,

w e

w il l f i r s t p r o v e :
C ( x ) m u s t s a t is f y ( 2 )

.

F o r 少任 E 二 ,

w e w i l l d is e u s s i n d i f f e r e n t e a s e s a s f o ll o w s
.

C as
e 1

.

If 少任 E
二

门 K
二 ,

t h e n for m A
’

( x ) d e
-

t e r m i n e d b y ( 2 2 )
,

w e h a v e

C ( x ) ( A
’

( x )

镇 B
’

(夕 ) V ( R
O

( A ( x )
,

B (夕 ) ) 八 a )
.

( 2 3 )

F u r t h e r ,
t h e d i s e u s s io n w i ll b e P a r t i t io n e d a g a i n i n t o

t w o p o s s ib le e a s e s
.

C a s e 2
.

I f 夕 任 E 二 一 K
二 , s im i la r ly

,

for m t h e

s e n s e o f A
’

( x ) d e t e r m i n e d b y ( 2 2 )
,

w e h a v e

C ( x ) ( A
“

( x ) 簇 B
`

(少 ) V R
。
( A ( x )

,

B (夕 ) )
.

( 2 6 )

W
e w il l d i s e u s s a g a i n i n t

wo P o s s ib le e a s e s
.

( i ) I f C ( x )簇 B
书

(夕 )
,

t h e n f or m ( 1 ) i n C a s e l

o f T h e o r e m 3
,

C ( x ) s a t i s f i e s ( 2 )
.

( 11) I f C ( x ) ) B
’

( y )
,

t h e n R O ( C ( x )
,

B
’

(夕 ) ) = e
’

( x ) V B
`

(夕 )
.

B y ( 2 6 )
,

w e h a v e

e ( x ) < 尺
。
( A ( x )

,

B (夕 ) )
.

I t fo ll o w s t h a t C
`

( x ) >

尺。 ( A ( x )
,

B ( y ) )
.

N o t i n g y 必 K
二 a n d t h e h y p o t h e -

5 15 i n ( 5 )
,

w e h a v e

M幻= R 。 ( C ( x )
,

B
’

(夕 ) )~ R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )

= ( C ( x ) A ( B
`

(夕 ) )
’

) V R o ( A ( x )
,

B (夕 ) )

簇 a
.

( 2 7 )

oC m b i n i n g t h e d is e u s s io n s o f C a s e 1 a n d C a s e Z
,

w e k n o w t h a t C ( x ) s a t is f ie s ( 2 )
.

O n t h e o t h e r

h a n d
,

fo r
so m e x o 任 X a n d a n y D ( x

o
)任峨 X ) w i t h

D ( x 。 ) ) A
`

( x 。 )
,

D ( x 。 ) e a n n o t s a t is f y ( 2 )
.

I n

f a e` u s i n g t h e s e n s e o f A
’

( x o ) d e t e

mr in e d b y

( 2 2 )
,

t h e d i s e u s s io n w il l b e p a r t i t i o n e d a g a i n i n t o

t
wo p os s ib le e a s e s

.

C a s e l
·

T h e r e e x is t s , 。任 E
x 。
n K

z 。 s u c h t h a t

D ( x 。 ) > B
’

(夕。 ) V ( R O ( A ( x o )
,

B (夕。 ) ) A a )
.

( 2 8 )



P r o g er s s 反nN a t u r a l S e i e n e e V白 1
.

2 N 1c ,
.

5 2 0 0 2 37 7

T h e n
,

w e w il l d i s e u s s i n t w o P o s s i b l e e a s e s
.

( i ) If D ( x o ) ) R
。
( A ( x o )

,

B (夕。 ) )
,

t h e n

R 。 ( D ( x 。 )
,

B
’

( y 。 ) )~ R O ( A ( x o )
,

B ( y o ) )

= ( D ( x o ) )
`

V B
`

(夕。 )~ R o ( A ( x o )
,

B (少。 ) )

= 1 > a
.

( 11) I f D ( x 。 ) ( R 。
( A ( x 。 )

,

B (夕。 ) )
,

t h e n

( 2 8 ) y ie ld s D ( x o ) > a
·

B y , o任 K
x 。 ,

w e h a v e

R o ( D ( x 。 )
,

B
`

(少。 ) )~ R 。 ( A ( x 。 )
,

B (少。 ) )

= ( D ( J
: o ) A ( B

’

(夕。 ) )
’

) V R o ( A ( x o )
,

B (夕。 ) )

> a
.

C a s e Z
·

T h e r e e x i s t s 夕。 任 E
x 。 一 K

x 。 s u c h t h a t

D ( x 。 ) > B
`

( 少。 ) V R 。
( A ( x 。 )

,

B (少。 ) )
.

T h e n

( 11) I f C ( x ) > B
’

( y )
,

t h e n R O ( C ( x )
,

刀
’

(少 ) ) = e
`

( x ) V 刀
`

( 夕 )
.

N o t i n g ( 3 0 )
,

w e h a v e

C ( x ) < A
`

( x )成
a

.

F or m t h is
, a n d a p p l y i n g t h e

h y p o t h e s i s o f C a s e 1 o f T h e o r e m 4
, a n d t h e h y p o t h e -

5 15 i n ( 5 )
,

w e g e t

M习 = R 。 ( C ( x )
,

B
’

(夕 ) )~ R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )

= ( C ( x ) 八 ( B
’

(夕 ) )
`

) V R o ( A ( x )
,

B (少 ) )

( a
.

( 3 1 )

D ( x 。 ) > 尺
。
( A ( x o )

,

B (夕。 ) )

w e g e t

.

B y n o t i n g 少。 ` E
二。 ,

C as
e 2

.

I f 夕任 xF 一 K
二 ,

t h e n u s i n g A
’

( x ) d e -

t e

mr i n e d b y ( 2 9 )
,

w e h a v e A
`

( x ) = 1
.

N o t i n g 夕任

xF
a n d 夕任 K

二 t h e h y p o t h e s is i n ( 5 )
,

w e o b t a i n

M砂 = R O ( A
’

( x )
,

B
’

(夕 ) )~ R O ( A ( x )
,

B ( 夕 ) )

二 B
`

( y )~ R 。 ( A ( x )
,

B ( y ) )

“ ( B
诀

(少 ) )
`

V R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) )

= ( B
`

(夕 ) )
’

簇
a

.

( 3 2 )

R 。 ( D ( x 。 )
,

B
`

( y 。 ) )~ R 。 ( A ( x 。 )
,

B ( y 。 ) )

= ( D ( x
。 ) )

’

V B
’

(夕 。 )~ R o ( A ( x 。 )
,

B (夕。 ) )

= 1 > a
.

oS
,

D (
、

x o ) e a n n o t S a t i s f y ( 2 )
.

T o s u m u p
,

A
`

( x ) 15 t h e s u p r e m u m e o n s i s t i n g o f f u z z y s e t s i n 只 X )
t o s a t i s f y ( 2 )

.

T h e o
er m 4

.

( fo r m u l a o f s u P er m
u m fo

r F M T o f

a
· r e v e r s e t r i p l e 1 m e t h ed

o f er
s t r i e t i o n Z ) S u p p o s e

t h a t X
,

Y a r e
on

n 一 e m p t y s e t s
,

A 任洲 X )
,

B a n d

B
’

任洲 Y )
.

F o r a n y x 任 X
,

i f 夕 任 xF
,

t h e n t h e

s u p r e m u m A
.

( x ) e o n s i s t i n g o f f u z z y s e t s i n 到 X )
t o s a t i s f y ( 2 ) 15 d e t e mr i n e d b y

oC m b i n in g t h e d i s e u s s i o n s o f C a s e 1 a n d C a s e Z
,

w e k n o w t h a t C ( x ) s a t i s f i e s ( 2 ) O n t h e o t h e r

h a n d
,

f o r
so m

e x o 〔 X a n d a n y D ( x o ) 任只 X ) w i t h

D ( x o ) > A
`

( x o )
,

D ( x o ) e a n
on t s a t is f y ( 2 )

.

In

f a e ` u s i n g t h e s e n s e o f A
`

( x o ) d e t e r m i n e d b y

( 2 9 )
,
t h e r e e X i s t s , 。任 xF

。
n K

x 。 s u c h t h a t D ( x 。 ) >

B
`

( , 。 ) V a
·

M o r e o v e r , b y , o 任 xF
。 a n d , 。 ` K

x 。 ,

w e h a v e

R 。 ( D ( x o )
,

B
`

(夕。 ) )~ R o ( A ( x 。 )
,

B (少。 ) )

= ( D ( x o ) )
`

V B
拐

( y o ) )一 R O ( A ( x o )
,

B ( y o ) )

= ( D ( x 。 ) 八 ( B
’

(夕。 ) )
`

) V R 。 ( A ( x 。 )
,

B (少。 ) )

> a
.

oS
,

D ( x o ) c a n n o t S a t is f y ( 2 )
.

A
,

( x ) = i n f
, 〔凡 n 气

[ B
书

(夕 ) V a
]

,

( 2 9 )

( 夕 ) )
`

)

a
bo

v e p oor f
,

A
’

( x ) 15 t h e S u p r e m u m

f u z z y s e t s i n 只 X ) t o s a t is f y ( 2 )
.

S u m u P t h e

co n s i s t in g o f

瀚 w h e r e

xF
二二

{少 任 Y } B
’

( 夕 ) A ( B
`

R 。 ( A ( x )
,

B (夕 ) ) }
a n d K

二 = 1夕 任 Y } B
`

( 夕 ) (

P
oor

f
.

oF
r a n y x 任 X a n d C ( x ) < A

`

( x )
,

w e

w i l l f i r s t p r o v e :
C ( x ) m u s t s a t is f y ( 2 )

.

OF
r y 任凡

w e w i ll d is ( : u s s i n d if f e r e n t e a s e s a s f o ll o w s
.

C a s e 1
.

I f 夕任 xF 门K
, ,

t h e n f r o m A
`

( x ) d e
-

t e r m in e d b y ( 2 9 )
,

w e h a v e

C ( x ) ( A
’

( x ) 毛 B
’

(夕 ) V a
.

( 3 0 )

W
e w i l l d i s e u s s a g a i n i n t w o p o s s ib l e e a s e s

.

( i )

( 1 ) i n

If C ( x )簇 B
’

(夕 )
,

t h e n f r o m t h e p r
oo f o f

s a t i s f ie s

C a s e 1 o f T h eo r e m 3
,

w e k n o w t h a t C ( y )

( 2 )
.

1 Z a d e h
,

L
.

A
.

O u t li n e of a n e w a p p r oa e h t o t h e a n a ly s i s o f e o m p le x

s y s t e m s a n d d e e i s i o n p
ocr

e s s e s
.

I E E E T r a n s
.

S邓 t e m s M a n C y b e r
-

n e t ,

19 7 3
,

3 ( 1 )
:
2 8

.

2 M a m d a n i ,

E
.

H
.

A p p 1ica
t ion

o f f uzz
y 1o g i e ot a pp

oxr
im a t e

~
n

-

i n g u s i昭 11飞
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